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We research the problem of conditions for the existence of the natural unemployment level 

for two aggregate dynamic models of the economy with constant number of economically active 
population. In the first model, as in most aggregated models of economic growth, investment in-
stantly turns into fixed capital. The second model takes into account the process of gradual trans-
formation of investment into fixed assets. We model the transformation process applying a sta-
tionary Poisson process. By comparing the models in question, we analyze the effect of invest-
ment time lag on the conditions of natural unemployment level. The models are formalized as sys-
tems of ordinary differential equations; the conditions for the asymptotic stability of the systems’ 
solutions are investigated. We show that ceteris paribus, the values of the natural level of unem-
ployment in both models coincide, but the conditions for their stability differ. The examples de-
monstrating the coincidence of sufficient stability conditions are given. 
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В статье исследуется вопрос об условиях существования естественного уровня 

безработицы для двух агрегированных динамических моделей экономики с постоянной 
численностью экономически активного населения. В первой модели, как в большинстве 
агрегированных моделей экономического роста, инвестиции мгновенно переходят в 
основной капитал. Во второй модели учитывается процесс постепенного 
преобразования инвестиций в основной капитал. Процесс преобразования моделируется 
стационарным пуассоновским процессом. Путем сравнения моделей анализируется 
влияние временного лага инвестиций на условия существования естественного уровня 
безработицы. Модели формализуются в виде систем обыкновенных дифференциальных 
уравнений; исследуются условия асимптотической устойчивости решений этих систем. 
Показано, что при прочих равных условиях величины естественного уровня безработицы 
в обеих моделях совпадают, а условия их устойчивости различаются. Приведены приме-
ры, в которых также совпадают и достаточные условия устойчивости.  
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Введение. В работе рассматриваются 
две агрегированные динамические модели 
экономики с постоянной численностью 
экономически активного населения (ЭАН) 
и исследуется вопрос об условиях суще-
ствования естественного уровня безрабо-
тицы. В первой модели, как и в боль-
шинстве агрегированных моделей эконо-
мического роста, считается, что инвести-
ции мгновенно переходят в основной ка-
питал. Вторая модель отличается тем, что в 
ней учитывается процесс постепенного 
преобразования инвестиций в основной 
капитал. Процесс преобразования модели-
руется стационарным пуассоновским про-
цессом. Модели формализуются в виде 
систем обыкновенных дифференциальных 
уравнений, и с математической точки 
зрения в обеих моделях речь идет об 
исследовании условий асимптотической 
устойчивости решений этих систем.  

Рассмотрим экономически активное 
население (ЭАН) постоянной численности 
h. ЭАН, как известно, включает две группы 
населения: занятых (работающих) и безра-
ботных (лица не работающие, ищущие ра-
боту и готовые приступить к работе). Чис-
ленность этих групп обозначим соответст-
венно через x и y, x + y = h, 0 ≤ x ≤ h. 0 ≤ y 
≤ h. 

Практически всегда и во всех эконо-
миках наблюдается определенное количе-
ство безработных (уровень безработицы – 
доля безработных в ЭАН, т.е. отношение 
y\h). Для объяснения этого явления ис-
пользуется широкий спектр точек зрения 
(см., например, [11; 15]). Одна из наиболее 
распространенных связывает наличие по-
стоянной безработицы с отклонениями ре-
альных рынков труда от модели рынка с 
совершенной конкуренцией (невальрасов-
ские свойства рынка труда). Данные стати-
стики свидетельствуют, что значимая доля 
безработицы – неизбежное следствие эко-
номической динамики и сложной структу-
ры реальных рынков труда [11]. Ниже мы 
будем придерживаться именно такой точки 
зрения. 

Между категориями занятых и безра-
ботных происходит непрерывный обмен, 
причем встречные потоки (оборот) зачас-
тую весьма значительны. Обмен может 
быть вызван добровольными увольнения-
ми, вынужденным уходом, реорганизацией 
рабочих мест, связанной с технологиче-
скими сдвигами, возрастными изменения-
ми состава ЭАН, циклическими колеба-
ниями спроса и предложения, наличием и 
размером пособия по безработице и мно-
гими другими причинами. Немалая часть 
безработных трудоустраивается достаточ-
но быстро (в течение одного-двух меся-
цев). В то же время значителен удельный 
вес длительной безработицы.  

Большая часть наблюдаемой безрабо-
тицы отражает то, что обычно называется 
фрикционной безработицей. Фрикционная 
безработица обусловлена поиском людьми 
работы, поскольку благодаря неоднород-
ности экономических агентов рынка труда, 
несовершенством имеющейся у них ин-
формации установление соответствия ме-
жду безработными и вакансиями требует 
времени. Уровень фрикционной безрабо-
тицы зависит не только от эффективности 
процесса совмещения спроса и предложе-
ния, но и от числа увольнений и откры-
вающихся вакансий.  

Фрикционная безработица тесно свя-
зана с другой категорией незанятости, ко-
торую называют «структурной безработи-
цей». Структурная безработица вызвана 
несоответствием профессионально-квали-
фикационной структуры спроса и предло-
жения рабочей силы. Возникает этот тип 
безработицы потому, что профессиональ-
но-квалификационный состав рабочей си-
лы меняется медленнее и не отвечает в 
полной мере новой, сложившейся под 
влиянием технологических изменений или 
отраслевой перестройки, структуре рабо-
чих мест. Существенное различие между 
фрикционной и структурной безработицей 
заключается в том, что первая более крат-
ковременна, а вторая – связана с длитель-
ными периодами незанятости и поэтому с 
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социально-экономической точки зрения 
более важна. Причина подобного расхож-
дения кроется в различном профессио-
нальном и квалификационном составе этих 
категорий безработных. Для безработных 
первой группы квалификация практически 
соответствует требованиям, предъявляе-
мым фирмами, а ко второй группе отно-
сятся лица, которые сразу не могут полу-
чить работу. Для трудоустройства они 
должны пройти переподготовку или пере-
обучение или поменять место жительства.  

Структурная и фрикционная безрабо-
тицы – виды безработицы, которые суще-
ствуют и тогда, когда экономика находится 
на уровне полной занятости, т.е. в состоя-
нии длительного макроэкономического 
равновесия, поэтому они тесно связаны с 
так называемым «естественным уровнем 
безработицы». Под естественным уровнем 
безработицы мы будем понимать такой 
долгосрочный равновесный уровень безра-
ботицы, к которому в длительной перспек-
тиве при стремлении экономики к равно-
весию наблюдается тенденция движения 
текущих уровней безработицы (см. [12]). 
Естественный уровень безработицы назы-
вают также «уровнем безработицы при 
полной занятости», имея в виду, что при 
этом экономика находится в длительном 
макроэкономическом равновесии. Таким 
образом, с нашей точки зрения, уровень 
безработицы при полной занятости и есте-
ственный уровень безработицы – совпа-
дающие понятия. Отметим, что иногда под 
естественным уровнем безработицы пони-
мают средний уровень, т.е. уровень, вокруг 
которого происходят колебания уровня 
безработицы. 

Другие факторы возникновения безра-
ботицы, например жесткость заработной 
платы, т.е. ее неспособность к гибкому из-
менению, могущему привести в соответст-
вие спрос и предложение на рабочую силу, 
в нашей модели не рассматриваются. 

Предполагается, что численность заня-
тых, безработных и число вакансий опре-
деляют интенсивность (скорость) трудо-
устройств. В модели число вакантных ра-
бочих мест определяется размером основ-
ного капитала. Эту зависимость будем 
описывать функцией φ(v), где v – величина 

основного капитала. Интенсивность тру-
доустройств зависит также и от численно-
сти работающих. Действительно, чем 
больше уровень занятости населения, тем 
сильнее влияние структурной составляю-
щей безработицы. Так, из-за постоянной 
численности ЭАН у фирм сокращается вы-
бор работников походящих профессий и 
квалификаций, растут их требования к 
размеру заработной платы. В случае огра-
ниченного числа вакансий в экономике 
высокий уровень занятости снижает веро-
ятность трудоустройства лиц низкой ква-
лификации, а также молодежи, впервые 
вступающей на рынок труда. Вероятность 
трудоустройства очевидным образом зави-
сит и от интенсивности поиска отдельным 
работником, а при небольшой численности 
безработных среди них мала доля высоко-
активных. Влияние численности работаю-
щих на скорость изменения их численно-
сти будем задавать с помощью функции 
a(x). Кроме того, будем учитывать зависи-
мость интенсивности трудоустройств от 
условий «внешней среды». Эту зависи-
мость выразим функцией q(x), представ-
ляющей собой сальдо потоков увольнений 
(или, что то же самое, высвобождения ра-
бочих мест) и потока вакансий, создавае-
мых за счет внешних инвестиций, причем 
знак сальдо зависит от численности заня-
тых.  

В соответствии со сделанными пред-
положениями интенсивность изменения 
численности занятых описывается сле-
дующим дифференциальным уравнением  

.)(;),()()()()( xhxyvxPxqxyvxa
dt

dx
  (1) 

Величина выпуска задается производ-
ственной функцией. Рассматривается про-
изводственная функция f(v,x) неоклассиче-
ского типа, т.е. предполагается, что вы-
полняются следующие свойства: положи-
тельная и убывающая предельная произво-
дительность факторов 
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Перечисленные свойства предполагают, 
что каждый фактор необходим для произ-
водства: f(0,x) = f(v,0) = 0.  

Изменение величины капитала описы-
вается стандартным уравнением 

),(),()( vxQvxvfxs
dt

dv
 , (2) 

т.е. определяется разностью величин инве-
стиций s(x) f(v,x), 0 < s(x) < 1 и амортиза-
ции капитала δv, 0 < δ < 1. Норма сбереже-
ния s(x) зависит от численности занятых, 
что представляется достаточно естествен-
ным, а норма амортизации δ постоянна и 
задается экзогенно.  

Всюду ниже будем предполагать, что 
входящие в систему дифференциальных 
уравнений функции имеют достаточную 
гладкость, например, дважды непрерывно 
дифференцируемы. 

Модели типа (1), (2) находят примене-
ние при моделировании разнообразных 
механизмов социальной самоорганизации 
населения под влиянием «информационно-
го фактора» (параметра обратной связи) [5; 
7], в том числе и при моделировании про-
цессов внутренней миграции [6]. В нашей 
модели роль «информационного фактора» 
играет основной капитал, интенсивность 
изменения которого зависит от численно-
сти занятого населения. 

В сформулированной модели, как и во 
многих агрегированных моделях экономи-
ческого роста, предполагалось, что инве-
стиции мгновенно превращаются в основ-
ной капитал [2]. Это предположение не 
может быть принято безоговорочно, по-
скольку хорошо известно, что инвестиции 
разного вида переходят в основной капи-
тал с различной временной задержкой – 
лагом (см. [8]). Во второй части работы 
анализируется модель установления есте-
ственного уровня безработицы, учиты-
вающая указанное обстоятельство. 

1. Исследование условий асимпто-
тической устойчивости системы урав-
нений (1), (2). Анализ условий существо-
вания естественного уровня безработицы 
проходит в два этапа. В первую очередь, 
необходимо выяснить существуют ли у 
системы дифференциальных уравнений 

(1), (2) стационарные точки1, т.е опреде-
лить, разрешима ли система уравнений  

0),()(),(

;0)()()()(),(





vxvfxsvxQ

xqxyvxavxP




   (3) 

и каковы области изменения коэффициен-
тов, обеспечивающих нужные свойства 
решений этой системы. Второй этап скла-
дывается из проверки условий асимптоти-
ческой устойчивости существующих ста-
ционарных точек. 

Будем считать, что производственная 
функция f(v,x) линейно однородна (ρ = 1) и 
норма сбережения постоянна: s = const. 
Введем переменную k = v/x (капиталово-
оруженность труда). Хорошо известно (см. 
например, [2; 6]), что при сделанных нами 
предположениях уравнение sf(k,1) – δk = 0 
имеет единственное решение k* > 0. Выра-
зим v как функцию от x: v = k*x, тогда ста-
ционарные значения x* должны удовлетво-
рять уравнению P(x, v(x)) = 0. Если это 
уравнение разрешимо, то стационарные 
значения капитала: v* = k*x*. В рамках на-
ших предположений о коэффициентах сис-
темы можно указать широкий класс усло-
вий, обеспечивающих существование и 
единственность решений уравнения P(x, 
v(x)) = 0. Мы, однако, этого делать не ста-
нем, а постулируем существование на сег-
менте [0, h] по крайней мере одного реше-
ния.  

Подобный способ определения равно-
весной капиталовооруженности не дает 
никаких оснований полагать, что отве-
чающий ему естественный уровень безра-
ботицы является эффективным, т.е. опти-
мальным относительно какого-либо крите-
рия. Условия выбора s и k, обеспечиваю-
щие максимум потребления, дают возмож-
ность определить соответствующую этому 
состоянию экономики численность заня-
тых и тем самым обеспечить «эффектив-
ный» естественный уровень безработицы. 
Для этого, как известно [5], надо максими-
зировать по k и s функцию (1 – s) f(k,1) при 
условии sf(k,1) – δk = 0 Оптимальное зна-
чение k* находится как решение уравнения 
дf(k,1)/дk = δ (уравнение имеет единствен-

                                                 
1 В другой терминологии – стационарные состоя-
ния, равновесные состояния, точки покоя, точки 
равновесия.  



Вестник образования и развития науки Российской академии естественных наук, 2017, 21(2) 

 

42 

ное решение), а х*, как и раньше, вычисля-
ется из уравнения P(x, v(x)) = 0. 

Всюду ниже значения некоторой 
функции g(x,v) и ее производных, вычис-
ленных в стационарной точке (x*,v*), будем 
обозначать следующим образом: g(x*,v*) ≡ 
g*, gx (x*,v*) ≡ gx

*, gv (x*,v*) ≡ gv
*. Так, на-

пример, для производственной функции 
f(v*,x*) ≡ f*, fx (v

*,x*) ≡ fx
* или для производ-

ной функции q(x): qx(x
*) ≡ qx

*. 
Рассмотрим невырожденный случай 

равновесия, другими словами, вариант x* > 
0, v* > 0. Будем предполагать, что a*φ* ≠ 0, 
q* ≠ 0, откуда следует, что y ≠ 0. Из перво-
го уравнения (3) найдем стационарные 
значения y* и получим ограничения на ко-
эффициенты системы дифференциальных 
уравнений 

h
a

q

a

q
y 







**

*

**

*
* 0, .          (4) 

Условие (4) требует согласования знаков 

коэффициентов в точке равновесия:  
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Отсюда следует, что в стационарной точке 
либо все три функции должны быть строго 
положительны, либо только одна из них. 

Исследование условий асимптотиче-
ской устойчивости стационарных точек 
сводится, как известно, к анализу собст-
венных чисел матрицы Якоби Т* системы 
уравнений (3), вычисленной в стационар-
ной точке (v*,x*) (см., например, [1; 9]):  
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Будем предполагать, что все состояния 
равновесия (v*,x*) простые, то есть счита-
ем, что det T* ≠ 0, и, кроме того, собствен-
ные числа не равны. Простые состояния 
равновесия являются изолированными. 

Действительные части собственных 
чисел будут отрицательны тогда и только 
тогда, когда одновременно 

trT* < 0,            det T* > 0.       (7) 
Если оба собственных числа действи-

тельны и отрицательны, то точка покоя 

называется устойчивым узлом. Все траек-
тории стремятся к узлу по определенным 
направлениям. Когда собственные числа 
представляют комплексно сопряженную 
пару с отрицательной действительной 
частью, то точка покоя называется устой-
чивым фокусом. В этом случае траекто-
рии имеют вид спиралей и касательные не 
стремятся к определенному пределу при 
стремлении точек касания к точке покоя. 
Разница между узлом и фокусом проявля-
ется в том, что в последнем случае пере-
ходный режим оказывается осциллирую-
щим.  

Преобразуем формулы (6), используя 
равенство (4) и теорему Эйлера, тогда 
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     (8) 

Поскольку σ – доля труда в объеме выпус-
ка, то σ > 0, поэтому Qx

* > 0, а Qv
* < 0. От-

сюда видно, что условия асимптотической 
устойчивости формулируются в терминах 
темпов прироста (относительных скоро-
стей изменения) коэффициентов уравнения 
(1) и доли труда в объеме выпуска. 

При помощи (8) выпишем подробно 
условия асимптотической устойчивости (7) 
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Очевидно, (9) будет справедливо, если Рх
* 

≤ 0. Для второго условия (7) имеем 

  .0det *****  vxv PkPQT  

Поскольку Qv
* < 0, то для положительно-

сти детерминанта матрицы Т* достаточно, 
чтобы 

0
1

*

*
*

**

*

*

*
**** 
















 vxx

vx k
yq

q

a

a
qPkP .(10) 

Таким образом, мы получили, что для 
асимптотической устойчивости точек рав-
новесия модели для них должны выпол-
няться неравенства (9) и (10). Отметим, что 
неравенства (10) и Рv

* ≥ 0 влекут Px
* < 0, а, 

следовательно, и (9). В наиболее важном 
случае, т.е. при q* > 0, устойчивость будет 
обеспечена, если  

0,0,0
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Для того, чтобы стационарная точка 
была невырожденным узлом, необходимо 
и достаточно, чтобы было строго положи-
тельно выражение 

  04 **2**  vxvx PQQP . 

Учитывая, что Qx
* > 0, для выполнения 

этого неравенства достаточно, чтобы Рv
* ≥ 

0, т.е. q*(φv
*/φ*) ≥ 0. 

Разберем теперь ряд частных случаев 
задания коэффициентов уравнения (1).  

Начнем с варианта q* > 0 и φ(v) = v. 
Теперь из первого уравнения (3) и требо-
вания у* > 0 вытекает, что а* > 0. Посколь-
ку сейчас Рv

* > 0, то стационарные точки 
будут узлами. Неравенство (9) не меняется, 
а (10) преобразуется к виду 
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Сделаем вполне реалистичное предполо-
жение, посчитав, что в стационарной точке 
численность занятого населения больше, 
чем численность безработных: х* > у*. Если 
дополнительно окажется, что qx

* > 0 и ax
* < 

0, то точка равновесия будет устойчивым 
узлом. Можно отказаться от условия х* > у, 
заменив его дополнительными требова-
ниями к функциям q(x) и а(х). Пусть, на-
пример, на всем интервале [0,h] функция 
а(х) убывает достаточно быстро (достаточ-
но, чтобы коэффициент эластичности был 
меньше минус единицы) и qx

* > 0. Еще 
один вариант, – ax

* < 0, и функция q(x) = 
qx, q > 0, или пусть q(x) выпукла на интер-
вале [0,h] и q(0) = 0, тогда равновесие бу-
дет устойчиво, поскольку q*/x* – qx

* < 0. 
Дополним предыдущий вариант зада-

ния коэффициентов, положив а(х) =ах, а > 
0, q(x) = qx, q > 0. Пусть k* – значение рав-
новесной капиталовооруженности. Поло-
жительные стационарные точки должны 
удовлетворять квадратному уравнению 
ak*x(h – x) = q, т.е. 

*

2

2,1
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qhh
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Очевидно, что при 

2
* 4

ah

q
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оба корня принадлежат интервалу (0,h). 
Поскольку Рх

* = – (qx/y) < 0, то trT* < 0*. 
Условие (10) примет вид 
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откуда вытекает, что стационарная точка х1 
– устойчивый узел (т.к. х1 > h/2), а равно-
весие х2 – неустойчиво. Условие (12) все-
гда можно выполнить за счет подходящего 
выбора параметров s и δ. Равновесная чис-
ленность работников тем ближе к уровню 
полной занятости, чем меньше величина 
отношения q/ak*. 

Рассмотрим пример функции а(х), 
убывающей с ростом х: а(х) = а/х, а > 0. 
Теперь интенсивность трудоустройств оп-
ределяется капиталовооруженностью и 
численностью занятых: dx/dt = aky(x) – 
q(x). Поскольку предполагается, что у* > 0, 
то автоматически q* > 0. 

Неравенство (10) упростится: 
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Для асимптотической устойчивости со-
стояния равновесия, определяемого из 
уравнения ak*(h – x) = q(x), достаточно, 
чтобы выражение в квадратных скобках 
было положительно, поскольку тогда вы-
полнено и (9). Очевидно, что в практиче-
ски важном случае q(x) = qx, q > 0, имеем x 
= ak*h/(ak* + q) и условия устойчивости для 
этого равновесия выполнены. 

Рассмотрим теперь некоторые исклю-
чительные варианты. Допустим, что у 
функции а(x) и q(x) одновременно обра-
щаются в нуль в какой-либо внутренней 
точке х* интервала [0,h]. Очевидно, что эта 
точка будет состоянием равновесия, соот-
ветствующим численности безработных у* 
= h – х*. Поскольку теперь Рv

* = 0, то мат-
рица Якоби Т* будет треугольной, и ее соб-
ственные числа легко найти 

.0, 2
****

1  xx qya  

Отсюда следует, что при μ1 < 0 точка рав-
новесия – устойчивый узел. 

Проверим условия устойчивости для 
состояния полной занятости. Такое равно-
весное состояние экономики может воз-
никнуть, если q(h) = 0 и a(h)φ(k*h) ≠ 0. 
Аналогично предыдущему случаю выясня-
ется, что состояние равновесия при полной 
занятости будет устойчивым узлом, когда 
а*φ* + qx

* > 0.  
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Заметим, что при проверке условий 
асимптотической устойчивости мы ис-
пользовали лишь дифференцируемость и 
свойство линейной однородности функ-
ции f(v,x). Вогнутость и условия Инады 
потребовались для обоснования наличия 
неподвижных точек системы дифферен-
циальных уравнений.  

Аналогичным образом можно найти 
условия устойчивости и для положитель-
но однородных функций f(v,x), но они 
формулируются более сложно. Вернемся 
к исходной постановке задачи и будем 
считать, что производственная функция 
имеет степень однородности ρ, 0 < ρ, а 
норма сбережения – s = s(x). Теперь изло-
женный выше способ нахождения стацио-
нарных точек, т.е. решения системы (3), 
не применим. Предположим, что решения 
этой системы существуют и вычислим 
изменившиеся элементы матрицы первого 
приближения Qv

* и Qх
*: 
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Очевидно, что производная Qv
* < 0 при 0 

< ρ ≤ 1, а при sх* ≥ 0 производная Qх
* > 0. 

В силу (14) необходимые и достаточ-
ные условия (7) примут вид 
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Пусть q* > 0. Сопоставляя (9), (10) с 
(15), найдем, что в нашем случае для ус-
тойчивости состояний равновесия доста-
точные условия (11) надо дополнить не-
равенствами:  
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2. Исследование условий асимпто-
тической устойчивости для модели с 
распределенным временным лагом 
формирования капитала. По-прежнему 
будем считать, что валовой национальный 
продукт делится на накопление и сбере-
жения, последние целиком переходят в 
инвестиции (при равновесии на рынке ка-
питала). Ранее, как и во многих агрегиро-
ванных моделях экономического роста, 
предполагалось, что инвестиции мгновен-

но превращаются в основной капитал [2]. 
В то же время хорошо известно, что инве-
стиции осваиваются постепенно. Инве-
стиции разного вида переходят в основ-
ной капитал с различной временной за-
держкой – лагом (см. [8]). Условно гово-
ря, превращение инвестиций в капитал 
происходит через систему массового об-
служивания. Пропускная способность 
систем массового обслуживания зависит, 
главным образом, от среднего времени 
обслуживания одной заявки и мало зави-
сит от закона распределения времени об-
служивания. Ниже для описания процесса 
формирования основного капитала мы ис-
пользуем так называемую модель распре-
деленного лага, которая представляет со-
бой достаточно точный инструмент моде-
лирования приращения основного капита-
ла за счет инвестиций [10].  

Процесс ввода инвестиций можно 
считать стационарным, т.е. объем инве-
стиций, образовавшихся в момент време-
ни τ и освоенных к моменту времени t, 
зависит лишь от интервала освоения τ – t. 
Кроме того, основная масса инвестиций 
сравнительно быстро переходит в основ-
ной капитал, а задержки бывают доста-
точно редко. В этих предположениях бу-
дем считать, что процесс превращения 
инвестиций в основной капитал представ-
ляет собой простейший поток однородных 
случайных событий (стационарный пуас-
соновский поток). Как известно, простей-
шим называется стационарный поток, об-
ладающий свойствами ординарности (по-
явление двух и более событий за малый 
промежуток времени практически невоз-
можно) и отсутствия последействия [3]. 
Последнее свойство предполагает взаим-
ную независимость появления событий в 
непересекающиеся интервалы времени и 
является наиболее ограничительным. Од-
нако доказано, что при суммировании 
большого числа ординарных стационар-
ных потоков с практически любым после-
действием получается поток сколь угодно 
близкий к простейшему. Складываемые 
потоки должны лишь оказывать на сумму 
приблизительно одинаковое малое влия-
ние [3. С. 511].  

Интервал времени между последова-
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тельными двумя соседними событиями в 
простейшем потоке представляет собой 
случайную величину, распределенную по 
показательному закону, плотность рас-
пределения которой задается при t ≥ 0 
формулой n(t) = λ exp(–λt), λ > 0. Среднее 
время между двумя событиями равняется 
1/λ, поэтому параметр λ задает интенсив-
ность потока событий, т.е. определяет 
среднее число событий в единицу време-
ни.  

Обозначим через I(τ) объем инвести-
ций в момент времени τ, а через w(t) – 
объем инвестиций, преобразованных к 
моменту времени t в основной капитал. К 
моменту времени t > τ будет освоено n(t–
τ)I(τ) инвестиций. Интегрируя по всем τ < 
t, получим объем основного капитала, об-
разованного за счет инвестирования: 


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 
t

t deItw )()()( . 

Дифференцируя это выражение по t, най-
дем, что w(t) удовлетворяет дифференци-
альному уравнению 

))()((
)(

twtI
dt

tdw
 . 

Таким образом, динамика основного 
капитала в нашей модели описывается 
системой двух обыкновенных дифферен-
циальных уравнений: 

))()((
)(

,)()(
)(

twtI
dt

tdw
tvtw

dt

tdv
 . 

Здесь, как и раньше, 0 < δ < 1 – норма 
амортизации капитала. 

Принимая стандартную связь между 
потоком инвестиций и производственной 
функцией, I(τ) = s f(v, x), где 0 < s < 1 – по-
стоянная норма сбережения, получим сис-
тему дифференциальных уравнений, опи-
сывающих динамику модели занятости c 
распределенным процессом инвестирова-
ния  

))(),((
)(

,)()(
)(

,)()()(
)(

twxvfs
dt

tdw

tvtw
dt

tdv

qxxyvxa
dt

tdx













.          (16) 

Свойства функций f(v, x), а(х) и φ(v) те же, 
что и в предыдущем разделе, однако те-
перь производственная функция f(v, x) 

считается линейно однородной, q(x) = qx, 
q > 0. Как и раньше, y(x) = h – x.  

Стационарные точки определяются 
как решения системы уравнений 

0),(;),(),,(

;0)()()(),(





vwwvRwxvfswvxQ

qxxyvxavxP




. 

Нетрудно видеть, что эта система 
сводится к уравнениям (3), поэтому рав-
новесные состояния модели могут быть 
найдены указанным выше способом. За-
метим, что при одинаковых параметрах 
стационарные состояния модели с лагом 
совпадают с равновесиями первой моде-
ли, не учитывающей лаг инвестиций.  

Для невырожденных (x* > 0, v* >0) со-
стояний равновесия a*φ* > 0 и остается 
условие (4). 

Выпишем матрицу первого прибли-
жения 
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
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Здесь  
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Характеристический полином матри-
цы S* представим в виде 

)( 32
2

1
3 aaa  . 

Коэффициенты полинома выражают-
ся через элементы матрицы следующим 
образом 

****
3

**
2

*
1

)(

),()(,

xvvx

vxx

QPQPa

QPaPa







 . 

Для устойчивости стационарного со-
стояния необходимо и достаточно, чтобы 
все корни характеристического полинома 
имели отрицательные вещественные час-
ти. Заметим, что это возможно только, ес-
ли а3 > 0. Точка покоя будет устойчивым 
узлом, если все три корня вещественны и 
отрицательны. Когда среди корней есть 
комплексно сопряженная пара, то при 
стремлении траекторий к состоянию рав-
новесия будут наблюдаться осцилляции 
[13]. Проверим условия устойчивости с 
помощью критерия Гурвица. Критерий 
формулируется как система неравенств [4; 
13; 14]: 

0,0,0 33211  aaaaa . 
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Преобразуем среднее неравенство к 
виду 

  0)(
1 *

1
***

*321  xvx PaPkQ
k

aaa .(17) 

Поскольку δλ – Qv
* = Qx

*/k*, то  

 ***
*

*

3 vx
x PkP

k

Q
a  . 

Заметим, что в силу Qx
* > 0 условие а3 > 0 

совпадает с (10).  
Таким образом, установление условий 

устойчивости состояний равновесия сис-
темы (16) сводится к проверке неравенств 
(10), (17) и неравенства а1 = δ + λ – Px

* > 0. 
В частности, для устойчивости достаточ-
но Pv

* ≥ 0 и выполнения (10). Заметим, что 
эти же неравенства обеспечивали устой-
чивость и в первой модели. В свою оче-
редь, для знакоопределенности производ-
ной Pv

* достаточно, чтобы φv
*/φ* ≥ 0. 

Вернемся к примерам, о которых го-
ворится в предыдущем разделе. Напом-
ним, что φ(v) = v. Для устойчивости ста-
ционарных состояний достаточно условия 
ax

* < 0. В частном случае а(х) =ах, а > 0, 
надо, как и в аналогичной модели преды-
дущего раздела, проверить (12). Тогда из 
(13) вытекает, что устойчивым будет 
лишь состояние х1.  

В варианте модели с функцией: а(х) = 
а/х, а > 0, равновесие устойчиво. Это вы-
ясняется совершенно так же, как в преды-
дущем разделе.  

В исследованных примерах как для 
модели с мгновенным преобразованием 
инвестиций в капитал, так и для модели с 
распределенным лагом инвестиций совпа-
ли стационарные состояния и условия их 
устойчивости. Стало быть, в рамках рас-
смотренных вариантов моделей процесс 
постепенной трансформации инвестиций 
в основной капитал не влияет на естест-
венный уровень безработицы.  

В случае общей формулировки моде-
лей, как мы уже отмечали, равновесия оп-
ределяются одной и той же системой 
уравнений. Если при этом оказывается, 
что в точках равновесия Pv

* ≥ 0, то для та-
ких равновесий совпадают и достаточные 
условия устойчивости (неравенство (10)). 
Таким образом, в этой ситуации для обеих 
моделей естественные уровни безработи-
цы совпадают. 
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