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We introduce an aggregated macroeconomic model taking into account the impact of eco-

nomic factors (level of employment and level of economic activity, number of vacancies, capital-
labor ratio) and demographic parameters (growth rate and age structure of the population) on 
the size of the Pension fund. The model covers various types of pension systems. We consider sev-
eral versions of the model including the one characterized by the time lag between the investment 
and jobs creation and the delay in the receipt of insurance premiums in the Pension fund. The 
conditions of existence and asymptotic stability of equilibrium trajectories, when the number of 
employees and the size of fixed capital provide positive values of the pension fund are studied for 
all variants of the model in question. The comparative statics of the base version of the model is 
analyzed. 
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В работе предлагается агрегированная макроэкономическая модель, учитывающая 

влияние на размеры Пенсионного фонда (ПФ) как экономических факторов (уровень заня-
тости и уровень экономической активности, число вакантных рабочих мест, капитало-
вооруженность труда), так и демографических параметров (темп роста и возрастная 
структура населения). Модель охватывает различные виды пенсионных систем. Рас-
сматриваются несколько вариантов модели, в том числе версия с временным лагом 
между моментами инвестирования и ввода рабочих мест и задержкой поступления 
страховых взносов в ПФ. Для всех вариантов модели исследованы условия существования 
и асимптотической устойчивости равновесных траекторий, на которых численности 
работающих и объемы основного капитала обеспечивают положительные значения ве-
личины ПФ. Исследована сравнительная статика базового варианта модели. 
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Введение 
Настоящая работа посвящена модели-

рованию воздействия экономических и 
демографических процессов на формиро-
вание величины Пенсионного фонда (да-
лее – ПФ) в случае населения переменной 
численности. 

Главной социальной задачей пенси-
онной системы является обеспечение дос-
тойного жизненного уровня и качества 
жизни пенсионеров. Анализ мирового 
опыта показывает, что современные пен-
сионные системы сформировались (и про-
должают формироваться) в результате 
пенсионных реформ в последние двадцать 
пять лет [10]. При разработке систем пен-
сионного обеспечения использовались 
две, в известной степени противополож-
ные парадигмы: концепции распредели-
тельной и накопительной систем. Оба 
подхода имеют свои достоинства и недос-
татки. Распределительные пенсионные 
системы основываются на текущем фи-
нансировании, и их преимущество в том, 
что они более устойчивы к провалам фи-
нансовых рынков и обеспечивают более 
надежную социальную защиту и более 
высокий коэффициент замещения (отно-
шение величины пенсии к размеру зара-
ботной плате) для низкооплачиваемых 
работников. Однако в распределительной 
системе величина ПФ непосредственно 
зависит от демографических факторов 
(соотношения численности населения 
трудоспособных возрастов и пенсионе-
ров) и состояния рынка труда (уровня за-
нятости и заработной платы). Сформиро-
вавшиеся к настоящему времени негатив-
ные тенденции изменений этих факторах 
стали подрывать устойчивость распреде-
лительных пенсионных систем. 

Накопительные пенсионные системы 
построены на принципе финансирования 
пенсии самим работником за счет доли 
заработной платы и инвестиционного до-
хода. При этом используются частные 
(и/или государственные) структуры обя-
зательного накопления. Накопительная 
пенсионная система не зависит от демо-
графических проблем. В то же время на-
копительным системам присущи значи-
тельные риски, поскольку участники сис-

темы несут полную ответственность за ее 
провалы. Как указано в [10], «Накопи-
тельная система эффективно не решала 
одну из главных социальных задач пенси-
онной системы – обеспечение адекватного 
жизненного уровня пенсионеров и соци-
альную справедливость». 

В результате приобретенного мирово-
го опыта к настоящему времени пенсион-
ные системы в основном представлены 
типами, промежуточными между чисто 
накопительным и чисто распределитель-
ным. К такому промежуточному типу от-
носится и российская пенсионная система. 
Трудовая пенсия по старости состоит из 
двух частей: страховой и накопительной. 
Финансирование трудовой пенсии осуще-
ствляется за счет страховых взносов, вно-
симых работодателями. Кроме того, ра-
ботник имеет возможность платить взно-
сы негосударственным пенсионным фон-
дам и затем получать негосударственную 
пенсию. 

Анализу состояния, перспектив раз-
вития, а также вариантам реформирования 
пенсионной системы России посвящен 
целый ряд исследований (см., например, 
[6; 7; 8; 9; 17; 18; 23; 24; 25; 26; 29]). 

В большинстве упомянутых публика-
ций подчеркивается, что основная угроза 
устойчивости пенсионной системы РФ 
вытекает из неблагоприятных демографи-
ческих тенденций развития. Старение на-
селения порождает многочисленные эко-
номические и социальные последствия. 
Снижается предложение труда и увеличи-
вается численность пенсионеров, финан-
сируемых одним работником. Кроме того, 
в современных условиях происходит зна-
чительное изменение финансовых пото-
ков между поколениями. В результате, 
наблюдающаяся демографическая дина-
мика служит источником рисков для го-
сударственных финансов [17]. 

Отмеченные негативные тенденции 
ставят под угрозу устойчивое функциони-
рование пенсионной системы России и 
делают актуальными разработку и анализ 
макроэкономических моделей функцио-
нирования пенсионной системы, учиты-
вающих одновременно и экономический, 
и демографический контекст. 
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Предлагаемая в настоящей работе аг-
регированная макроэкономическая модель 
учитывает влияние на размеры ПФ как 
экономических факторов (в т.ч. уровня 
занятости, числа вакантных рабочих мест 
и капиталовооруженности труда), так и 
демографических параметров: темпа роста 
и возрастной структуры населения. Мо-
дель включает различные варианты пен-
сионных систем. 

Дадим краткое описание особенно-
стей модели. Размер страховых взносов в 
ПФ и величина средней пенсии в модели 
задаются экзогенно. Потоки средств, по-
ступающих в ПФ, и его расходов на вы-
платы пенсий определяются численно-
стями, соответственно, занятого населе-
ния и пенсионеров, которые являются эн-
догенными переменными модели. Доля 
экономически активного населения (далее 
– ЭАН) может задаваться экзогенно или 
быть эндогенным параметром модели, за-
висящим от объема ПФ. Для определения 
численности работающего населения 
служит вариант модели рынка труда с по-
исковыми трениями («переговорная мо-
дель рынка труда», использующая функ-
цию соответствия), в которой интенсив-
ность изменения числа занятых рабочих 
мест определяется величиной функциони-
рующего в экономике капитала и числен-
ностью безработных. Темп выбытия рабо-
чих мест считается постоянным. Динами-
ка капитала описывается обычным обра-
зом с использованием производственной 
функции неоклассического типа. В раз-
ных модификациях модели величина бан-
ковского процента и темп прироста зара-
ботной платы могут быть постоянными 
величинами или определяться эндогенно. 
В качестве населения модели мы рассмат-
риваем население, характеризующееся 
неизменным темпом роста (положитель-
ным или отрицательным). В одном из ва-
риантов модели предполагается, что ос-
новной капитал преобразуется в вакант-
ные рабочие места не мгновенно, а с не-
которым временным лагом, и поступление 
страховых взносов также происходит с 
задержкой (временным лагом). 

Для всех вариантов модели исследо-
ваны условия существования и асимпто-

тической устойчивости равновесных тра-
екторий, на которых численности рабо-
тающих и объемы основного капитала 
обеспечивают за счет выбора подходяще-
го размера страховых взносов положи-
тельные значения величины ПФ. Другими 
словами, модель позволяет указать такие 
соотношения демографических и эконо-
мических показателей, которые гаранти-
руют устойчивость функционирования 
пенсионной системы за счет собственных 
ресурсов и без привлечения трансфертов. 
Исследована сравнительная статика базо-
вого варианта модели. 

1. Формулировка модели 
Сформулируем базовый вариант мо-

дели. Обозначим численность населения 
через H(t). Динамику численности будем 
описывать следующим уравнением 

consttH
dt

tdH
 ),(

)( .  (1) 

Предполагается, что в зависимости от 
демографической ситуации, темп μ может 
иметь любой знак (суженный режим вос-
производства населения характеризуется 
значениями μ < 0) или равняться нулю 
(последнее соответствует стационарному 
населению). Численность экономически 
активного населения (ЭАН) обозначим 
как L(t). ЭАН включает две группы насе-
ления: занятых (работающих) и безработ-
ных (лица не работающие, ищущие рабо-
ту и готовые приступить к работе). Чис-
ленность этих групп обозначим соответ-
ственно через Х(t) и Y(t), 0 ≤ X(t) ≤ L(t). 
0 ≤ Y(t) ≤ L(t). Постоянный темп прироста 
ЭАН совпадает с темпом прироста μ ис-
ходного населения, из возрастных групп 
которого состоит ЭАН. Будем предпола-
гать, что L(t) = αH(t). Доля ЭАН в общей 
численности зависит от возрастной струк-
туры населения (в основном от доли лиц 
трудоспособного возраста в общей чис-
ленности населения), а также и от эконо-
мического контекста, в частности, от дос-
таточности коэффициента замещения. В 
базовом варианте модели α = const, 
0 < α < 1. Обозначим численность лиц, 
получающих выплаты из ПФ, через N(t), и 
пусть N(t) = βH(t), где β = const, 0 < β < 1. 
Темп прироста группы пенсионеров N(t) 
также равняется μ. 
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Размер средней заработной платы 
обозначим через W(t) и будем исчислять 
величины страховых выплат (на одного 
работника) и средней пенсии в долях W(t). 
Величина среднего взноса работника в 
ПФ равна aW, а = const, 0 < а < 1. Чтобы 
модель включала различные варианты 
пенсионных систем, предполагаем, что 
ставка пенсионного сбора состоит из двух 
частей: a = a1 + a2, где a1 – доля заработ-
ной платы, вносимой в ПФ самим работ-
ником, a2 – платеж, перечисляемый в ПФ 
работодателем (обязательный и дополни-
тельный) и равный доле заработной платы 
работника. Обычно обязательная часть 
выплат в ПФ рассчитывается как одина-
ковая для всех возрастных групп часть 
заработка. Величину выплачиваемой из 
ПФ средней пенсии обозначим через bW, 
b = const, 0 < b < 1, (параметр b обычно 
называют коэффициентом замещения). 

Интенсивность изменения величины 
ПФ B(t) будем задавать соотношением 
(ср. [27]): 

)()()()()()(
)(

tNtbWtXtaWtBtr
dt

tdB
 . 

Здесь r(t) – величина банковского 
процента. Перейдём в этом уравнении от 
номинальных величин к реальным, т.е. 
введем переменную Z(t) ≡ B(t)/W(t) и 
пусть λ(t) = (dW(t)/dt)/W(t) – темп прирос-
та заработной платы. В результате урав-
нение динамики ПФ примет вид 

)()()())()((
)(

tbNtaXtZttr
dt

tdZ
 . (2) 

Для описания динамики занятого на-
селения используем вариант модели рын-
ка труда с поисковыми трениями (модели 
этого типа называют также моделями по-
иска и подбора соответствий, или перего-
ворными моделями). Подробнее с моде-
лями рынков с поисковыми трениями 
можно ознакомиться в [11; 19; 21; 22; 31; 
32]. Кратко приведем необходимые нам 
сведения. 

В основу моделей поиска и подбора 
соответствий положено предположение о 
неоднородности агентов рынка труда, что 
выражается в одновременном существо-
вании положительных уровней безрабо-
тицы и вакантных рабочих мест. Предпо-
лагается, что численность безработных и 

число вакансий определяют поток трудо-
устройств безработных. Контакт безра-
ботного и фирмы (вакансии) формализу-
ется как случайная величина, распреде-
ленная по показательному закону, плот-
ность которого пропорциональна числу 
заявленных вакансий (стационарный пу-
ассоновский процесс). Правило заполне-
ния вакансий также моделируется при 
помощи пуассоновского процесса, плот-
ность которого пропорциональна числен-
ности безработных. Поскольку контакт 
между безработными и вакансиями – слу-
чайная величина, он не зависит от других 
характеристик безработных и вакансий 
(фирм). 

Интенсивность трудоустройств поло-
жительно зависит от численности безра-
ботных Y(t) и количества вакантных мест 
V(t), что формализуется неотрицательной 
функцией подбора соответствий m(V(t), 
Y(t)) ≥ 0. Функция m(V(t), Y(t)) предпола-
гается непрерывно дифференцируемой по 
обоим аргументам достаточное число раз. 
Будем считать функцию соответствия ли-
нейно однородной, что, как указано в [11], 
имеет эмпирическое подтверждение. 
Кроме того, пусть 
m(0, Y(t)) = m(X(t), 0) = 0 и функция соот-
ветствия возрастающая и вогнутая. 

Рабочие места ликвидируются с экзо-
генно заданным темпом q = const, 
0 < q < 1, так что qX(t) – средняя интен-
сивность ликвидации рабочих мест. 

Уравнение, описывающее динамику 
численности занятого населения, имеет 
вид 

)())(),((
)(

tqXtYtVm
dt

tdX
 .  (3) 

В настоящей работе, в отличие от 
стандартной версии подобных моделей, 
где вакансии могут свободно и бесплатно 
создаваться фирмами, число вакансий оп-
ределяется некоторой заданной долей ве-
личины основного капитала K(t), т.е. 
V(t) = γK(t), γ = const, 0 < γ < 1. 

Величину выпуска будем задавать 
производственной функцией f(K(t), X(t)), 
неоклассического типа, т.е. предполагает-
ся, что f(K(t), X(t)) возрастающая вогнутая 
положительно линейно однородная функ-
ция, удовлетворяющая условиям Инады. 
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Перечисленные свойства предполагают, 
что каждый фактор необходим для произ-
водства: f(0, X(t)) = f(K(t), 0) = 0. Измене-
ние величины капитала описывается стан-
дартным уравнением (см., например, [2; 4; 
16]). 

)())(),((
)(

tKtXtKsf
dt

tdK
 . (4) 

т.е. определяется разностью величин ин-
вестиций sf(K(t), X(t)), 0 < s < 1 (инвести-
ции мгновенно превращаются в основной 
капитал), и амортизации капитала δK, 
0 < δ < 1. Норма сбережения s и норма 
амортизации δ постоянны и задаются эк-
зогенно. 

Таким образом, рассматриваемая на-
ми модель динамики объема ПФ пред-
ставлена в виде системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений (1) – (4). 

Используя свойство однородности 
уравнений (3), (4), удобно перейти к отно-
сительным переменным, т.е. рассматри-
вать все переменные модели в расчете на 
одного человека. Это позволит нам пони-
зить за счет уравнения (1) порядок систе-
мы дифференциальных уравнений. Опре-
делим переменные 
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Теперь базовый вариант нашей моде-
ли формализован в виде системы трех 
обыкновенных дифференциальных урав-
нений: 
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2. Анализ условий существования и 
асимптотической устойчивости стацио-
нарных состояний системы уравнений (6) 

В данном разделе выясняются усло-
вия существования равновесных состоя-
ний (стационарных точек) и их асимпто-
тической устойчивости для базового ва-
рианта модели. Всюду ниже нас будут ин-
тересовать положительные значения пе-
ременных (5): 0 < x(t) < α, k(t) > 0, z(t) > 0. 
Чтобы найти стационарные состояния 
системы уравнений (6) приравняем нулю 
правые части. Получим, что стационарные 
точки (z*, x*, k*) находятся как решения 
системы уравнений 
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Очевидно, система (7) может иметь 
ненулевые решения, если q + μ > 0, 
δ + μ > 0. Следует заметить, что эти нера-
венства формализуют реальные ограниче-
ния лишь для режима суженного воспро-
изводства населения, когда μ < 0. Будем 
сейчас считать, что r = const и λ = const. 
Определим капиталовооруженность 
κ(t) ≡ k(t)/x(t) = K(t)/X(t) и функцию 
φ(κ) ≡ f(κ, 1). Хорошо известно (см., на-
пример, [2; 4; 16]), что при сделанных на-
ми предположениях уравнение sφ(κ) –
 δκ = 0 имеет единственное решение 
κ* > 0. Определив из этого уравнения рав-
новесное значение капиталовооруженно-
сти κ*, преобразуем второе уравнение в 
(7) к виду  

.)1,( * q
x

m 


     (8) 

Функция m(γκ*, α/x – 1) в левой части 
(8) при возрастании х от 0 доα строго мо-
нотонно убывает от ∞ до 0. Поэтому при 
q + μ > 0 уравнение (8) имеет единствен-
ное решение 0 < x* < 0. Отсюда найдем 
стационарное значение капитала k* = κ*x*. 

Равновесные значения величины ПФ 
z* определим из первого уравнения (7). 

Условие 1. Здесь и всюду ниже будем 
предполагать, что величина поступлений 
в ПФ превосходит его расходы, т.е. всегда 
удается выбрать такие значения равновес-
ной уровня занятости x* и такие значения 
параметров модели, что выполняется не-
равенство x* > βb/a.  

Отсюда вытекает, что для существо-
вания положительной стационарной вели-
чины ПФ необходимо, чтобы выполня-
лось неравенство 

0r .    (9) 
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Таким образом, при выполнении Ус-
ловия 1 и неравенства (9) у системы диф-
ференциальных уравнений (6) существует 
единственное положение равновесия 
(z*, x*, k*), удовлетворяющее принятым 
ограничениям: βb/a < x* < α, k* > 0, z* > 0. 

Свойство асимптотической устойчи-
вости этого равновесного состояния про-
веряется в Приложении, где показано, что 
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приведенные нами естественные условия 
существования положения равновесия 
обеспечивают и его асимптотическую ус-
тойчивость. Тип состояния равновесия – 
узел, т.е. осцилляций в процессе установ-
ления не будет, а траектории стремятся к 
стационарному состоянию по определен-
ному направлению. 

Расширим данную версию модели, 
предположив, что коэффициент замеще-
ния β пропорционален размеру ПФ z(t), 
т. е β = χ z(t), 0 < χ < 1. Теперь равновес-
ное значение объема ПФ z* = – (a/l)  x* > 0, 
если параметры модели обеспечивают не-
равенство l = (r – λ – μ – χ b) < 0, а для 
асимптотической устойчивости положе-
ния равновесия модели достаточно спра-
ведливости этого неравенства. 

Точка равновесия (z*, x*, k*) определя-
ет, согласно формулам (5), траекторию 
сбалансированного роста переменных 
Z(t),X(t),K(t)), на которой эти переменные 
растут с одинаковым постоянным темпом 
прироста μ: 
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Всюду ниже значения некоторой 
функции g(z, x, k) и ее производных, вы-
численных в стационарной точке 
(z*, x*, k*), будем обозначать следующим 
образом: g(z*, x*, k*) ≡ g*, 
gx(z

*, x*, k*) ≡ gx
*,gz(z

*, x*, k*) ≡ gz
*, 

gk(z
*, x*, k*) ≡ gk

*.Так, например, для функ-
ции соответствия: m(v*, y*) ≡ m*, 
mv(v

*, y*) ≡ mv
* или для производной 

функции f(k,  x): fk(k
*, x*) ≡ fk

*. 
Обратимся к рассмотрению сравни-

тельной статики модели. Выясним, в ка-
ком направлении будут изменяться равно-
весные значения переменных z*, x*, k* при 
изменениях параметров модели α, γ и μ. 
Начнем с выяснения характера влияния 
темпа роста населения μ. Хорошо извест-
но (см., например, [2; 4; 16]), что с увели-
чением темпа роста рабочей силы значе-
ния капиталовооруженности уменьшают-
ся, т.е. ∂κ/∂μ < 0. Продифференцируем по 
μ уравнение (8). В стационарной точке 
выполняется соотношение 
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из которого, с учетом ∂κ*/∂μ < 0, вытекает, 

что ∂x*/∂μ < 0. Другими словами, увели-
чение темпа роста населения μ приводит к 
снижению равновесного уровня занято-
сти. 

Продифференцируем по μ третье 
уравнение (7). В стационарной точке: 
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Поскольку ∂x*/∂μ < 0 и производст-
венная функция вогнута, из формулы сле-
дует, что ∂k*/∂μ < 0, т.е. равновесное 
удельное значение капитала убывает с 
ростом μ. 

Продифференцируем по μ первое 
уравнение (7). Учитывая неравенства 
∂x*/∂μ < 0 и (9), выясним, что и равновес-
ное удельное значение размера ПФ убы-
вает с ростом μ: ∂z*/∂μ < 0. 

Подведем итог: увеличение темпа 
роста населения μ негативно влияет на 
равновесные значения удельных перемен-
ных, снижая их значения. 

Равновесные значения производных 
∂x*/∂γ и ∂k*/∂γ имеют одинаковые знаки 
ито же верно для производных ∂x*/∂α и 
∂k*/∂α. Действительно, это вытекает из 
независимости равновесной капиталово-
оруженности κ* от этих параметров. 

Дифференцируя уравнение (8) по па-
раметрам α и γ, действуя, как и выше, 
можно показать, что ∂x*/∂α > 0 и 
∂x*/∂γ > 0, а, следовательно, и ∂k*/∂α > 0 и 
∂k*/∂γ > 0. 

Принимая во внимание тенденции 
изменений x*, при помощи уравнения, оп-
ределяющего z* и неравенства (9), полу-
чим: ∂z*/∂α > 0 и ∂z*/∂γ > 0. 

Таким образом, увеличение уровня 
экономической активности и доли капи-
тала, расходуемого на создание рабочих 
мест, приводит к росту равновесного 
уровня занятости и, как следствие, к росту 
равновесного объема ПФ. 

Мы видим, что рост коэффициентов 
α, γ, μ влияет на стационарные значения 
переменных разнонаправлено, что может, 
в частности, уменьшить их значения. Ис-
пользуя формулы, полученные при анали-
зе сравнительной статики, можно выяс-
нить каким соотношениям должны удов-
летворять z*, x*, k* и коэффициенты моде-
ли, чтобы за счет согласования тенденций 
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изменения этих коэффициентов не допус-
тить уменьшения стационарных значений, 
но здесь мы на этом останавливаться не 
будем. 

В связи с приведенными результатами 
сравнительной статики естественно воз-
никает интересный и практически важный 
вопрос об учете влияния изменений пока-
зателей естественного воспроизводства 
(рождаемость, смертность) и миграции на 
уровень занятости населения и объем ПФ. 
В рассматриваемой модели такое влияние 
может быть прослежено через параметры 
α, β, s и μ, имеющие очевидную зависи-
мость от демографических процессов. Об-
судим кратко один из возможных путей 
решения этого вопроса. 

Работа [15] посвящена моделирова-
нию влияний изменений показателей ес-
тественного воспроизводства и миграции 
населения на размер ПФ. Примененный 
подход базируется на результатах по 
сравнительной статике дискретной моде-
ли движения населения, учитывающей 
процессы рождаемости, смертности и ми-
грации [13]. Данная демографическая мо-
дель обладает свойством эргодичности, 
обеспечивающим за счет асимптотиче-
ской устойчивости стабилизацию динами-
ки населения. Напомним, что стабильное 
население имеет постоянный темп роста и 
неизменную во времени возрастную 
структуру, которые задаются соответст-
венно ведущим собственным числом 
(Перронов корень, простое вещественное 
собственное число с максимальной веще-
ственной частью в спектре матрицы ди-
намики.) и отвечающим ему неотрица-
тельным собственным вектором матрицы 
динамики. В [13; 15] получены, в частно-
сти, формулы, связывающие изменения 
темпа роста стабильного населения и его 
возрастной структуры с изменениями воз-
растных коэффициентов рождаемости, 
смертности (в модели удобнее использо-
вать дополняющий показатель – вероят-
ность дожития до начального возраста 
следующей возрастной группы) и мигра-
ции. Эти формулы позволяют получить и 
проанализировать аналитические выраже-
ния, описывающие изменения величины 
поступлений и объема расходов ПФ при 

изменениях коэффициентов рождаемости, 
миграции и вероятностей дожития. 

Обсудим применимость подобного 
подхода в условиях нашей модели. По-
скольку в нашей модели время меняется 
непрерывно, используем для описания 
динамики населения так называемую дис-
кретно-непрерывную модель [12]. 

Обозначим через n(t) вектор-столбец, 
компоненты которого представляют собой 
численности отдельных возрастных 
групп: 

,))(),(),..,(),(()( 110 tntntntntn   

где ni(t) – численность i-й возрастной 
группы в момент времени t,  – номер по-
следней возрастной группы. Всюду ниже 
для упрощения принято, что возраст насе-
ления меняется с одинаковым постоян-
ным интервалом, равным 1 году. Введем 
не зависящие от времени векторы возрас-
тных коэффициентов рождаемости 
Ф = (Ф0, Ф1,…, Фω) (очевидно, что коэф-
фициенты отличны от нуля лишь в груп-
пах репродуктивного периода), вероятно-
стей дожития Р = (Р0,Р1,…, Р – 1) и коэф-
фициентов миграции r = (r0, r1, r2,…, r). 
Динамика возрастного состава изобража-
ется следующей линейной системой диф-
ференциальных уравнений 

  ,,)(,)()(
)(

IrRIRLtLdtntLd
dt

tdn
  

где L – стандартная матрица Лесли, опи-
сывающая влияние процессов рождаемо-
сти и смертности на население. Элемен-
тами матрицы L служат компоненты век-
торов Ф и Р. 

Обозначим собственные числа матри-
цы Ld через θi, а отвечающие им собст-
венные векторы через wi, i = 0,1,….,ω. Ре-
шение системы уравнений представимо в 
виде 







1000 ).exp()exp()(
i iii twctwctn  

Будем считать, что в спектре матрицы 
Ld есть ведущее собственно число, кото-
рое мы обозначим как θ0, тогда система 
обладает свойством эргодичности. Если 
все элементы матрицы неотрицательны, 
то наличие ведущего собственного числа 
гарантируется теорией неотрицательных 
матриц [2]. На практике коэффициенты 
миграции часто бывают отрицательными, 
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но мы будем считать, что и в этом случае 
характер спектра сохранится. Значитель-
ное количество численных расчетов ди-
намики, выполненных авторами, под-
тверждают обоснованность этого предпо-
ложения. В силу эргодичности асимпто-
тическое решение при t → ∞ имеет вид 

)exp()( 000 twctn  . 

Отсюда непосредственно вытекает, 
что и в данном случае темп роста ста-
бильного населения модели, возрастная 
структура которого задается собственным 
вектором w0, равен ведущему собствен-
ному числу θ0. Обе эти величины пред-
ставляют собой функции от коэффициен-
тов рождаемости, миграции и вероятно-
стей дожития. 

Осталось перенести результаты по 
сравнительной статике дискретной моде-
ли на дискретно-непрерывную модель. 
Чтобы это сделать, достаточно выяснить 
связь между спектрами матрицы Ld и 
матрицы дискретной модели Lт = L + R. 
Очевидно, ведущее собственное число 
дискретной модели θ1 связано с ведущим 
собственным числом дискретно-непре-
рывной модели θ0 равенством θ1 = 1 + θ0, 
а отвечающие им собственные векторы 
соотношением w(θ0) = w1(1 + θ0). В [13; 
15] приведены формулы, выражающие 
собственное число θ1 и компоненты век-
тора w1 через вероятности дожития и ко-
эффициенты рождаемости и миграции. 
Итак, мы показали, каким образом можно 
выяснить влияние изменений параметров 
воспроизводства на изменения стабильно-
го населения в рамках дискретно-непре-
рывной модели. 

Вернемся к рассматриваемой модели 
ПФ. Изложенный выше подход позволяет 
проследить влияние изменений парамет-
ров воспроизводства на изменение уровня 
занятости и объема ПФ. Функция n(t) 
удовлетворяет уравнению (1) не точно, а 
лишь асимптотически. Тем не менее, при 
изучении вопросов сравнительной стати-
ки равновесных состояний мы с достаточ-
ным основанием можем принять 
H(t) = n(t) и μ = θ0, а параметры модели α, 
β и s считать зависящими от возрастной 
структуры стабильного населения дис-
кретно-непрерывной демографической 

модели. 
Подробнее затронутая сейчас тема 

будет развита в другом месте, а сейчас 
обсудим лишь один из частных случаев, а 
именно – влияние вариации рождаемости. 

В [13; 15] показано, что при измене-
ниях только коэффициентов рождаемости 
(показатели смертности и миграции при 
этом остаются неизменными) перестройка 
возрастной структуры стабильного насе-
ления обусловливается исключительно 
изменениями темпа роста μ. При этом 
увеличение рождаемости приводит к рос-
ту μ и доли трудоспособных возрастов, а 
также и к снижению удельного веса лиц 
пенсионного возраста. Благодаря этому 
обстоятельству мы имеем основание счи-
тать, что α = α(μ) и β = β(μ) (функции α(μ) 
и β(μ) предполагаются непрерывно диф-
ференцируемыми) и ∂α(μ)/∂μ > 0, 
∂β(μ)/∂μ < 0. Достаточно интенсивное 
преобразование возрастной структуры в 
состоянии обеспечить рост равновесного 
уровня занятости и равновесного удельно-
го объема ПФ. Действительно, повторяя 
предыдущие рассуждения для нашего 
случая, найдем, что ∂x*/∂μ > 0 и ∂z*/∂μ > 0, 
если, соответственно, выполнены нера-
венства 
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Снижение рождаемости вызывает, ес-
тественно, противоположный эффект. 

В заключение сделаем одно замеча-
ние. Можно отказаться от Условия 1 и не-
равенства (9), заменив последнее неравен-
ство на противоположное:(r – λ – μ) > 0. В 
силу (10) существует положительное рав-
новесное значение величины ПФ: z* > 0. 
Однако полученное таким образом ста-
ционарное состояние системы (6) оказы-
вается неустойчивым. Соотношение (r –
 λ – μ) > 0 может возникнуть в условиях 
режима суженного воспроизводства насе-
ления (в этом случае μ < 0) и низкого тем-
па прироста заработной платы. 

3. Некоторые обобщения модели 
В этом разделе мы рассмотрим неко-

торые возможные обобщения базового 
варианта модели. 

3.1. Снижение размера ПФ в расчете 
на одного человека ведет, как уже обсуж-



Е.М. Ильин, Н.Г. Косолапенко 

 

25 

далось выше, к угрозе нарушения устой-
чивости пенсионной системы. Одним из 
общепринятых действенных способов 
борьбы с этим явлением служит увеличе-
ние экономической активности населения, 
благодаря повышению возраста выхода на 
пенсию. При этом коэффициент замеще-
ния может мало измениться или остаться 
постоянным. Учтем влияние удельной ве-
личины ПФ с помощью введения в модель 
функции, задающей долю ЭАН: 
0 < α = α(z) < 1, αz < 0, 0 < z < ∞. При этом 
коэффициент замещения β оставим посто-
янным. По-прежнему считаем выполнен-
ным неравенство (9). 

Выясним условия существования со-
стояний равновесия. Перепишем первое 
уравнение (7) в виде 

0,0, 








r

b

r

a
xz . (11) 

Подставив это выражение во второе 
уравнение (7), получим для определения 
x* уравнение 




 q
x

x
m )1

)(
,( * .  (12) 

Напомним, что благодаря Условию 1 
надо найти x* > ρ/σ = βb/a. Функция соот-
ветствия m(v, x) определена только для 
неотрицательных значений аргументов, 
откуда должно быть: x ≤ α(ρ –σx) < 1. 
Функция α(x) монотонно убывает, поэто-
му требуется, чтобы α(0) > βb/a. Очевид-
но, что на отрезке βb/a < x < x0 < 1 функ-
ции α(x) с нужными свойствами сущест-
вуют (например, α(x) = A/(x + 1), A > 0). 
Таким образом, если при изменении x в 
интервале (βb/a, x0) число q + μ принад-
лежит области значений функции, стоя-
щей в левой части (12), равновесное зна-
чение x* существует. Поскольку упомяну-
тая функция монотонно убывает, то рав-
новесное значение единственно. Далее, 
положим z* = ρ –σx*. 

В Приложении выяснено, что найден-
ное состояние равновесия (z*, x*, k*) асим-
птотически устойчиво. 

3.2. Рассмотрим вариант модели, в ко-
тором удельный объем ПФ непосредст-
венно влияет на интенсивность трудоуст-
ройства работников. Подобный механизм 
может возникнуть при увеличении стра-
ховых сборов в ПФ, вызвавших снижение 

заработной платы, что, в свою очередь, 
вызовет рост срока поиска работы. 

Добавим в правую часть уравнений 
(3) слагаемое – ξ Z(t), ξ > 0,ξ = const. Те-
перь второе уравнение в (6) примет вид 

)()()())(),((
)(

tztxqtxtkm
dt

tdx
 . 

Имея в виду (11), вопрос существова-
ния равновесного уровня занятости можно 
свести к решению уравнения 







 q
xx

m )1,( * . (13) 

Функция в правой части (13) обраща-
ется в нуль при x0 = – ρξ / (q + μ –σξ) и по-
ложительна при x > x0.Причем 
0 < x0 < βb/a. Функция m(γκ*, α/x – 1) в ле-
вой части (13) на отрезке x0 < x < α строго 
монотонно убывает от положительного 
значения до 0. Таким образом, на этом от-
резке существует единственное решение 
уравнения (13), которое будет определять 
равновесное состояние модели (z*, x*, k*), 
если параметры обеспечат выполнение 
Условия 1: x* > βb/a. Состояние равнове-
сия асимптотически устойчиво (см. При-
ложение). 

3.3. Модель с эндогенными парамет-
рами r(k(t), x(t)) и λ(k(t), x(t)). Положим 
r(t) = r(k(t), x(t)), например, допустим, что 
банковский процент равен предельной 
производительности капитала r(t) = fk(k(t), 
x(t)) – δ и, кроме того, пусть 
λ(t) = ε (V(t)/Y(t) – 1) = ε [γk(t)/(α – x(t)) –
 1], ε = const, ε > 0. Для аппроксимации 
λ(t) используется подход Липси, приме-
ненный при исследовании вопросов, свя-
занных с тематикой кривой Филлипса [3, 
гл. 10]. Согласно приведенной формуле 
изменение заработной платы пропорцио-
нально напряженности рынка труда, пока-
зывающей степень расхождения между 
спросом на труд, который может быть 
оценен числом вакантных рабочих мест, и 
предложением рабочей силы. 

Первое уравнение в (6) преобразуется 
в уравнение 

btaxtz
tx

tk
txtkr

dt

tdz
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Рассуждая, как и в основном варианте 
модели, увидим, что стационарное значе-
ние z* > 0 будет существовать, если пара-
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метры модели обеспечат неравенство 

  01,
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В Приложении показано, что в этом 
случае стационарное состояние – устой-
чивый узел. 

3.4. Очевидно, что не представляет 
труда сформулировать версию модели, 
одновременно включающую в себя все 
исследованные по отдельности обобще-
ния модели. Схема рассуждений останет-
ся той же. Однако при этом не удается 
найти сколь-нибудь простых условий, 
обеспечивающих существование решений 
системы (7) и выполнение критерия ус-
тойчивости Гурвица. 

4. Модель, учитывающая временные 
лаги 

В настоящем разделе мы обобщим ба-
зовый вариант модели за счет введения в 
него временных лагов. Будем считать, что 
страховые взносы поступают в ПФ не од-
новременно, а постепенно, с некоторым 
запаздыванием и, кроме того, инвестиции 
преобразуются в вакансии также посте-
пенно. Оба эти явления запаздывания 
удобно представлять стационарным пуас-
соновским процессом. Подобный подход, 
применительно к модели рынка с поиско-
выми трениями и переменной численно-
стью ЭАН, был использован в [14]. Ниже 
мы воспользуемся некоторыми результа-
тами этой работы. 

Опишем способ учета лагов на при-
мере создания рабочих мест. Инвестиции 
преобразуются в вакансии с различной 
временной задержкой – лагом. Этот про-
цесс можно моделировать стационарным 
пуассоновским потоком. Интервал време-
ни между последовательными двумя со-
седними событиями представляет собой 
случайную величину, распределенную по 
показательному закону, плотность рас-
пределения которой задается при t ≥ 0 
формулой g(t) = τ exp(–τt), τ > 0. Среднее 
время между двумя событиями равняется 
1/τ, поэтому параметр τ задает интенсив-
ность потока событий, т.е. определяет 
среднее число событий в единицу време-
ни. Объем инвестиций, образовавшихся в 
момент времени t0 и потраченных к мо-
менту времени t на создание вакансий, 

зависит лишь от интервала освоения t0 – t. 
Обозначим через γK(t0) объем инвестиций 
в момент времени t0, а через V(t) – число 
вакансий, созданных к моменту времени t. 
К моменту времени t > t0 будет создано 
g(t – t0) γK(t0) вакансий. Интегрируя по 
всем t0 < t, получим объем вакансий, обра-
зованный за счет инвестирования:  






t

tt dtetKtV 0
)(

0
0)()( . 

Дифференцируя это выражение по t, 
найдем, что V(t) удовлетворяет диффе-
ренциальному уравнению 

 )()(
)(

tVtK
dt

tdV
 .   (14) 

Обозначим через U(t) объем страхо-
вых взносов, поступающих в ПФ к мо-
менту времени t, и пусть η – интенсив-
ность потока поступлений. Повторяя вы-
вод уравнения (14), придем к дифферен-
циальному уравнению для функции U(t) 

))()((
)(

tUtaX
dt

tdU
 .   (15) 

Теперь динамика величины ПФ опи-
сывается, вместо уравнения (2), уравнени-
ем 

)()()())()((
)(

tbNtUtZttr
dt

tdZ
 .      (16) 

Итак, версия модели динамики ПФ, 
учитывающая лаги, формализована в виде 
системы обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений (1), (3), (4), (14) – (16). 

Введем переменные v(t) = V(t)/H(t) и 
u(t) = U(t)/H(t). Требуется найти состояния 
равновесия и условия их асимптотической 
устойчивости для системы уравнений 
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tdu
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(17)

 

Для положительной разрешимости 
системы должно быть η + μ > 0 и τ + μ > 0. 
Очевидно, что и эти новые ограничения 
касаются лишь режима суженного вос-
производства. 

Способ определения стационарных 
точек системы (17) по существу останется 
тем же, что использовался для системы 
(7). Найдем значение равновесной капита-
ловооруженности κ*, выразим из правой 
части четвертого уравнения переменную 
v: v = γτk / (τ + μ), и подставим это выра-
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жение в правую часть третьего уравнения. 
Вместо (8) для определения х* получим 
уравнение 

.1,* q
x

m 















  (18) 

Найдем из (18) х* и вычислим 
u* = aηx / (η + μ). Заменим Условие 1 на 
Условие 2. 

Условие 2. Будем полагать, что всегда 
удается выбрать значения параметров и 
такие значения равновесной величины по-
ступлений страховых взносов u*, что 
справедливо неравенство u* > βb. 

В итоге при помощи Условия 2 и ус-
ловия (9) вычислим равновесное значение 
величины ПФ: z* = (βb – u)/(r – λ – μ) > 0. 
В результате мы определили состояние 
равновесия (z*, u*, x*, v*, k*) системы (17). 

В Приложении показано, что, как и в 
базовой версии модели, условия сущест-
вования положения равновесия обуслов-
ливают и его асимптотическую устойчи-
вость. Таким образом, наличие временных 
лагов не мешает устойчивому функцио-
нированию пенсионной системы. 

Напомним, что для исходной системы 
уравнений (1), (3), (4), (14) – (16) стацио-
нарная точка системы (17) определяет 
траекторию сбалансированного роста, на 
которой переменные Z(t), U(t), X(t), V(t), 
K(t) меняются с одинаковым темпом при-
роста μ. 

В заключение обсудим вопрос об ус-
тойчивости пенсионной системы в случае 
суженного воспроизводства населения. 
Именно такой тип воспроизводства насе-
ления отмечается в РФ в настоящее время. 
Для нашей модели суженное воспроиз-
водство, как уже отмечалось, означает от-
рицательность темпа роста населения: 
μ < 0. Выше мы видели, что для сущест-
вования равновесных состояний коэффи-
циенты системы дифференциальных 
уравнений должны удовлетворять системе 
неравенств q + μ > 0, δ + μ > 0, η + μ > 0, 
τ + μ > 0. Параметры q, δ, η, τ, задают ин-
тенсивность изменения экономической 
компоненты модели и, следовательно, не-
равенства показывают, что равновесные 
состояния возможны лишь тогда, когда 
экономическая среда меняется быстрее, 

чем развиваются негативные демографи-
ческие тенденции. При этом устойчивость 
равновесий будет достигаться лишь за 
счет достаточно высоких темпов прироста 
заработной платы. Это обусловлено нера-
венством (9). 

5. Приложение. Формулировка и ана-
лиз условий асимптотической устойчиво-
сти состояний равновесия 

Как известно, исследование асимпто-
тической устойчивости стационарных то-
чек по первому приближению сводится к 
анализу собственных чисел матрицы Яко-
би G* правой части исходной  системы 
дифференциальных уравнений, вычис-
ленной в стационарной точке (z*, x*, k*). 
Для устойчивости стационарного состоя-
ния необходимо и достаточно, чтобы все 
корни характеристического полинома 
матрицы Якоби имели отрицательные ве-
щественные части [1; 20; 28; 30]. В работе 
исследуются матрицы первого приближе-
ния вида  
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Вычислим характеристический поли-
ном матрицы G*, используя для сокраще-
ния записи обозначения элементов, при-
нятые в теории матриц: 
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Замечание П1. Из формулы (П2) сразу 
следует, что, когда a21 = Qz

* = 0, для асим-
птотической устойчивости состояния рав-
новесия необходимо и достаточно, чтобы 
выполнялись неравенства: a11 = Pz

* < 0, 
c < 0, d > 0. Стационарная точка будет уз-
лом, если дискриминант 

.04)( 3223
2

3322  aaaa  

В общем случае для проверки усло-
вий асимптотической устойчивости ис-
пользуем критерий Гурвица. Для этого 
приведем характеристический полином 
матрицы (П2) к виду 

)( 32
2

1
3 aaa  .         (П3) 

Коэффициенты характеристического 
полинома выражаются через элементы 
матрицы следующим образом 
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Критерий формулируется в виде сис-
темы неравенств [5; 30]: 

0,0,0 32131  aaaaa . (П4) 

Последнее из этих неравенств удобно 
записать в следующем виде 

 321322111221111321 )()( aaaaaaaadcaaa  . 

Вычислим значения элементов мат-
рицы первого приближения в стационар-
ной точке, используя для этого опреде-
ляющие эту точку уравнения (7). Напом-
ним, что во всех рассмотренных вариан-
тах модели предполагается, что ax* > βb и 
z* > 0, поэтому a11 = Pz* = (βb –
 ax*) / z* < 0. Вычислим другие диагональ-
ные элементы 
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Отсюда вытекает, что c < 0. Учитывая 
это обстоятельство, получим, что во всех 
рассмотренных выше вариантах модели 
выполнено первое неравенство критерия 
Гурвица: a1 = – (c + a11) > 0. 

Для всех версий модели также оста-
ются знакоопределенными элементы 

0,0 **
32

*
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В результате для всех вариантов мо-
дели и коэффициент d > 0. Действительно: 
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Из сказанного выше, с учетом Заме-
чания П1, сразу получаем, что стационар-
ное состояние основного варианта модели 
(с экзогенно заданными постоянными ве-
личинами r и λ) является асимптотически 
устойчивым узлом. Точно так же, и в ва-
рианте модели с эндогенными коэффици-
ентами r(k(t), x(t)) и λ(k(t), x(t)), условия, 
обеспечивающие существование стацио-
нарное значение z* > 0, гарантируют 
асимптотическую устойчивость стацио-
нарного состояния (поскольку и здесь 
a21 = Qz

* = 0). 
Проверим устойчивость стационар-

ных состояний модели, в которой размер 
доли ЭАН в населении зависит от удель-
ной величины ПФ z(t), т.е. α = α(z(t)). В 
матрице первого приближения элемент 
а21 ≠ 0 и в критерии (П4) надо проверять 

два последних неравенства. Имеем 
a21 = Qz

* = my(dα(z)/dz) < 0, поскольку по 
предположению (dα(z)/dz) < 0, и 
a12 = Px

* = a > 0. При помощи (П5) най-
дем, что 

0)()(
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Таким образом, и в этой версии моде-
ли условия критерия Гурвица выполнены 
и стационарные состояния асимптотиче-
ски устойчивы. 

Обсудим теперь версию модели, в ко-
торой удельная величина ПФ z(t) влияет 
на интенсивность роста уровня занятости 
населения. В матрице первого приближе-
ния, по сравнению с основным вариантом 
модели появится ненулевой элемент 
a21 = Qz

* = – ξ < 0. Стационарное состоя-
ние модели асимптотически устойчиво. 
Проверка этого утверждения проводится 
совершенно так же, как и в предыдущей 
версии модели. 

Обратимся к выяснению условий 
асимптотической устойчивости модели с 
временными лагами. Для этого удобно 
представить матрицу перового приближе-
ния G1* в виде блочной матрицы 
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Для элементов матрицы G1* имеем 
следующие выражения 
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Детерминант матрицы G1* – ζ I, как 
показывает теорема Лапласа, представля-
ет собой произведение det(G1* –
 ζ I) = det(C* – ζ I)*det(D* – ζ I). Благодаря 
этому обстоятельству характеристический 
полином матрицы G1* представим в виде 
произведения полиномов (запишем 
det(D* – ζ I) в виде (П3)) 
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Из (П7) сразу вытекает, что два пер-
вых собственных числа матрицы первого 
приближения G1* равны ζ1 = а11 и 
ζ2 = а22 < 0. С учетом Условия 2 и (9) по-
лучаем, что и ζ1 = а11 < 0. Покажем, что и 
остальные собственные числа матрицы 
G1* имеют отрицательные вещественные 
части. Для этого проверим критерий Гур-
вица. Очевидно, что a1 > 0. Последнее из 
неравенств в (П4) теперь выражается че-
рез элементы матрицы G1* следующим 
образом 

53453444155335533321 ))(( aaaaaaaaaaaa  . 

Используя эту формулу и (П6), не 
трудно увидеть, что a1a2 – a3 > 0. Осталось 
проверить неравенство a3 > 0. В силу (П6) 
и (П7) имеем 

 *****
*

*

3 ))(()( vy
x mkmmx

f

f
a  . 

Преобразуем это выражение при по-
мощи теоремы Эйлера и справедливого в 
стационарной точке равенства 
(τ + μ)v* = γτk*. В результате придем к 
формуле, показывающей знак коэффици-
ента а3 

0))((
*

*
*

3 
f

f
ma x

y
. 

Как видим, критерий Гурвица выпол-
нен и, следовательно, положение равнове-
сия модели с временными лагами асим-
птотически устойчиво. 
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